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RESUMO
Este capitulo aborda a modelagem matematica de sistemas elétricos trifisicos por meio da aplicacdo das
Transformadas de Clarke e Park, ferramentas essenciais para a eletronica de poténcia e para a analise
integral de redes elétricas. O controle direto de tensdo e corrente em coordenadas naturais abc apresenta
elevada complexidade matematica devido ao acoplamento intrinseco das fases e ao comportamento variante
no tempo das grandezas senoidais. Para superar essa limita¢do, a Transformada de Clarke ¢ aplicada para
projetar as trés fases em um referencial estaciondrio ortogonal bidimensional (afj), reduzindo a
dimensionalidade do sistema e facilitando etapas de modulagdo e pré-filtragem. Sequencialmente, a
Transformada de Park mapeia essas varidveis em um referencial sincrono girante (dq), acompanhando a
frequéncia angular natural da rede elétrica e convertendo sinais alternados em valores numéricos continuos.
Essa transformagdo permite a separacdo elegante entre as partes real e imagindria do vetor resultante e
viabiliza o uso de controladores lineares cldssicos, como o Proporcional-Integral (PI), em malhas de
controle de inversores e algoritmos de sincronismo (PLL). Conclui-se que os beneficios destas
representacdes espaciais transcendem o projeto de conversores estaticos, consolidando-se como uma base
analitica indispensavel para estudos de estabilidade dindmica, modelagem de faltas, protecdo digital e

monitoramento da qualidade de energia em sistemas de poténcia.
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ABSTRACT
This chapter addresses the mathematical modeling of three-phase electrical systems through the application
of the Clarke and Park Transforms, essential tools for power electronics and the integral analysis of
electrical networks. The direct control of voltage and current in natural coordinates abc presents high
mathematical complexity due to the intrinsic coupling of the phases and the time-varying behavior of
sinusoidal quantities. To overcome this limitation, the Clarke Transform is applied to project the three
phases into a two-dimensional orthogonal stationary reference frame (af}), reducing the dimensionality of
the system and facilitating modulation and pre-filtering steps. Sequentially, the Park Transform maps these
variables into a rotating synchronous reference (dq), following the natural angular frequency of the
electrical network and converting alternating signals into continuous numerical values. This transformation
allows the elegant separation between the real and imaginary parts of the resulting vector and enables the
use of classic linear controllers, such as Proportional-Integral (PI), in inverter control loops and
synchronism algorithms (PLL). It is concluded that the benefits of these spatial representations transcend
the design of static converters, consolidating themselves as an indispensable analytical basis for dynamic

stability studies, fault modeling, digital protection and energy quality monitoring in power systems.

Keywords: Three-Phase Systems; Clarke Transformation; Park transform; Static Inverters; Vector Control;

Power Systems.

1 INTRODUCAO

O controle de conversores estaticos e a analise de sistemas elétricos trifasicos exigem o
processamento de grandezas elétricas variantes no tempo, como tensoes e correntes senoidais. Os sistemas
trifasicos apresentam um acoplamento natural e intrinseco entre as suas fases. Devido a essa caracteristica,
a implementacdo de malhas de controle de corrente e tensdo diretamente no referencial natural torna-se
uma tarefa matematicamente complexa. Para contornar essa limitagao e simplificar substancialmente tanto
as estratégias de controle quanto a visualizagdo analitica dos resultados, adotam-se representagdes
matematicas em planos referenciais simplificados.

As grandezas elétricas trifasicas podem ser inicialmente modeladas através de um plano vetorial
com um referencial de coordenadas estaciondrias abc, o qual gera um vetor espacial resultante que
representa a dindmica das trés fases de forma unificada. A partir desse conceito fundamental, ¢ possivel
transpor esse vetor para um referencial estacionario ortogonal de dois eixos (af}) e, por fim, para um plano
com dois eixos rotativos, denominado referencial sincrono dq. Embora a informagao energética e elétrica
contida em cada tipo de representagdo seja rigorosamente a mesma, a transi¢ao entre esses dominios facilita

preposi¢des cruciais para a estabilidade das malhas de controle de inversores.
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2 REPRESENTACAO NO REFERENCIAL ESTACIONARIO ABC
A modelagem de um sistema de poténcia se inicia pela observagdo de suas grandezas no dominio
natural do tempo. A Figura 1 apresenta um plano vetorial com um sistema de coordenadas abc e as

respectivas tensdes senoidais que representam cada fase do sistema trifasico no dominio temporal.

Figura 1 - Representagdo vetorial e temporal de um sistema elétrico trifasico equilibrado no plano abc.
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Neste espago geométrico, o vetor espacial resultante ¢ definido como V&, sendo ele a soma vetorial
direta das trés fases que compdem o sistema. A posi¢do instantanea deste vetor ¢ definida pelo angulo 6.
No instante de tempo ilustrado na Figura 1, este angulo possui um valor de 60° em relagdo ao eixo de
referéncia (0°), o qual se encontra alinhado a fase a. A amplitude de pico das tensdes de fase Van, Von € Ven
¢ denotada pela variavel V.

Durante a operagdo em regime permanente, o vetor resultante VR percorre todo o plano abc,
deslocando-se continuamente com a velocidade angular da rede elétrica w,. No exemplo em questdo,
convenciona-se o deslocamento do vetor no sentido horario.

A Equacdo 1 descreve as tensoes de fase Van, Von € Ven. Observa-se a introdug@o de uma defasagem
angular de -90°, uma premissa necessaria para que o sistema adote como referéncia de sincronizagao o

ponto de méximo (valor de pico) da tensdo na fase a.
Van = Vi - sin (8 + 90°)
Vpn = Vi - sin (6 + 90° + 240°)
= Vm

Voy - sin (6 4 90° + 120°)

Conforme evidenciado na Figura 1(a), o eixo que estabelece a referéncia de 0° esta perfeitamente

em fase com o vetor a. Por conseguinte, para que o vetor espacial resultante se sincronize exatamente com
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o pico da tensdo da fase a, indicado pela marcagdo de 0° no eixo horizontal da Figura 1(b), ¢ imperativo
que sua trajetoria se inicie defasada em -90°.
A representacdo matematica dessas tensdes de fase na forma de coordenadas polares, considerando

y . * o A~ r ~
0 cendrio em que o vetor resultante Vi se encontra na posigao 6 = 60°, ¢ expressa pela Equagao 2:

. 1 0°
Van = Ele_
N 1 .
Vpn = EVmIﬁO
VCN = _]-lefoo

Por fim, a Equacdo 3 consolida o vetor espacial resultante na sua forma polar para o angulo 6 = 60°.
Em um sistema elétrico perfeitamente equilibrado, a amplitude deste vetor resultante permanece
rigorosamente constante ao longo do tempo, possuindo um mdédulo invariavel igual a 3/2 do valor de pico

das tensoes de fase (V).

N W

V)R = leﬂo
3 TRANSFORMADA DE CLARKE E O REFERENCIAL ESTACIONARIO AB

A representagdo no plano abc, embora seja a forma natural de visualizar as grandezas elétricas,
apresenta redundancias matematicas em sistemas equilibrados, dado que a soma das trés correntes ou
tensdes € nula. Para simplificar a analise geométrica e a estrutura de controlo do inversor, € possivel reduzir
este sistema de trés eixos para um sistema ortogonal de apenas duas coordenadas.

A Figura 2 ilustra o vetor espacial resultante Vr projetado num referencial estacionario
bidimensional, denominado plano af3. Neste referencial, o eixo a encontra-se perfeitamente alinhado com

a fase a do sistema original Van, enquanto o eixo B € posicionado com uma defasagem ortogonal de 90°.
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Figura 2 - Representagdo vetorial e temporal de um sistema trifasico no plano of.
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A transi¢do das coordenadas naturais (abc) para as coordenadas bifasicas ortogonais af} € realizada
através de uma ferramenta matematica consolidada na literatura classica: a Transformada de Clarke. Esta
transformagao permite determinar, de forma direta, as componentes do vetor resultante no novo plano
geométrico.

A Equacdo 4 descreve a formulacdo matricial da Transformada de Clarke. O coeficiente 2/3
incorporado a matriz atua como um fator de ganho fundamental. A sua fun¢ao ¢é garantir a invaridncia da
amplitude, ou seja, assegurar que o modulo do vetor no plano aff se mantenha rigorosamente igual ao valor

de pico das tensdes de fase originais (V).

1 1
[va 2|t T3 73 o
vel 3| V3 V3,
0 7 I

Em cenarios operacionais onde se faz necessario reverter o dominio das variaveis, retornando do
plano of} para as grandezas de fase abc, um procedimento comum na fase de sintese da Modulagdo por
Largura de Pulso (PWM) do inversor, recorre-se a Transformada Inversa de Clarke matematicamente

descrita pela Equacao 5.

1 0
Van 3] _ 1 E Uy
Upn| = > 2 2 [v 5
Ven 1 \/§
2 2
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Do ponto de vista da aplicagdo em eletronica de poténcia, o referencial estacionario $\alpha\beta$ ¢
uma abordagem recorrente nas malhas de controlo de tensdo e corrente de inversores trifasicos conectados
a sistemas elétricos equilibrados. Na arquitetura especifica de inversores de interligacdo a rede, os sinais
neste referencial cumprem dois papéis vitais: geram os vetores fundamentais para as técnicas de modulagao
vetorial e atuam como sinais de entrada para a etapa de pré-filtragem dos algoritmos de sincronismo por

malha de captura de fase (PLL - Phase-Locked Loop).

4 TRANSFORMADA DE PARK E O REFERENCIAL SINCRONO DQ

Apesar da redugdo matematica proporcionada pelo plano estacionario $\alpha\beta$, as variaveis
elétricas nesse dominio continuam apresentando um comportamento oscilatdrio (senoidal) no tempo. Para
contornar os desafios de rastreamento de sinais variantes no tempo, o vetor espacial resultante pode ser
projetado em um referencial sincrono dq.

A Figura 3 ilustra o vetor resultante VR mapeado no plano dq. Diferente dos dominios anteriores,
este plano e seus eixos coordenados (d e q) giram em sincronia com a frequéncia angular natural da rede
elétrica (wn). Como consequéncia geométrica dessa rota¢ao sincrona, os sinais senoidais alternados passam

a ser observados e representados como valores numéricos continuos (constantes).

Figura 3 - Representagdo vetorial ¢ temporal de um sistema elétrico trifasico no plano sincrono dq.
A "
v R_abc VbN V:N

A principal vantagem técnica da adogdo do referencial sincrono dq reside na separagdo elegante
entre a parte real (eixo direto, d) e a parte imaginaria (eixo em quadratura, q) do vetor resultante. Essa
desacoplagem ¢ uma premissa que contribui fortemente para a estabilidade e o projeto das estratégias de
controle do inversor de interligacdo a rede. No cenario ilustrado pela Figura 3, nota-se que o vetor resultante

se encontra perfeitamente alinhado em fase com o eixo d. Nessas condigdes de alinhamento ideal, o vetor
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passa a ser formado unicamente pela coordenada Vg, resultando em um valor nulo para a coordenada em
quadratura (V4 =0).

A transicdo das varidveis do referencial estacionario af} para o referencial sincrono dq ¢ viabilizada
matematicamente pela Transformada de Park, definida pela Equagdao 6. O angulo de transformagao (0)

corresponde ao deslocamento angular da rede elétrica, definido por 6 = ®xt.

9 0 a
o] =[Sy cos ol

Da mesma forma que no plano af}, a operacdo inversa ¢ frequentemente exigida nas malhas de
controle do inversor para retornar os sinais de comando ao dominio estacionario e viabilizar a modulagdo
de pulso. Para obter novamente os valores de tensdo ou corrente no plano of, utiliza-se a Transformada

Inversa de Park, descrita pela Equagao 7.

[oe] = [som(@) con 8y |5t

Na pratica da eletronica de poténcia, o referencial sincrono dq ¢ amplamente adotado no
desenvolvimento de algoritmos de Sincronismo por Malha de Captura de Fase (PLL). O fato de os sinais
Vd € Vq se comportarem como grandezas de corrente continua (CC) traz um beneficio formidavel: permite
que controladores lineares classicos do tipo Proporcional-Integral (PI) sejam empregados como
compensadores diretos nas malhas de controle, garantindo erro nulo em regime permanente. Exemplos

praticos do projeto desses compensadores operando no referencial dq sdo detalhados na literatura.

5 CONSIDERACOES FINAIS

A representagdo de sistemas elétricos trifasicos por meio de transformacdes matematicas constitui
um pilar fundamental ndo apenas para a eletronica de poténcia, mas para a analise integral das redes
elétricas modernas. Conforme abordado neste capitulo, a transicdo do dominio natural das fases de
coordenadas estacionarias abc para os referenciais estacionario de dois eixos (aff) e sincrono girante (dq)
simplifica significativamente a visualizacdo e o tratamento de grandezas elétricas variantes no tempo.

A Transformada de Clarke atua na redu¢do da complexidade dimensional do sistema ao projetar as
trés fases em um plano ortogonal, enquanto a Transformada de Park possibilita que grandezas senoidais

alternadas sejam manipuladas analiticamente como valores continuos. Essa transicdo geométrica, somada
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a separagdo precisa entre a parte real e a imagindria do vetor resultante, forma a base matematica que
viabiliza a implementagdo de estratégias de controle robustas e eficientes.

Embora essas transformadas sejam abordadas com grande énfase sob a otica do projeto de
conversores estaticos, em que sao essenciais para o sincronismo via algoritmos de PLL, controle do inversor
de interligagdo e geracao de vetores de modulacdo, os beneficios dessas representacdes transcendem
largamente essa aplica¢do especifica. No escopo mais amplo da engenharia de sistemas de poténcia, a
modelagem nos dominios aff e dq fornece uma base analitica indispensavel para diversas outras atividades
criticas.

Entre essas atividades, destacam-se os estudos de estabilidade transitoria e dindmica de maquinas
elétricas rotativas (motores e geradores), a modelagem avancada de faltas assincronas e curtos-circuitos na
rede, o desenvolvimento de algoritmos de alta velocidade para relés de protecao digital e o monitoramento
rigoroso de indicadores de qualidade de energia. Dessa forma, o dominio dessas representacdes
simplificadas consolida-se como uma competéncia técnica essencial para os engenheiros, garantindo a
confiabilidade, a flexibilidade e a eficiéncia em toda a cadeia de geragdo, transmissao e distribuicdo de

energia elétrica.

REFERENCIAS

CLARKE E., Circuit analysis of A-C power systems: symmetrical and related components, Vol 1.
New York: John Wiley and Sons. 1943. Disponivel em:
https://archive.org/details/circuitanalysiso0001clar/page/n5/mode/2up.

PARK, R. H. Two-reaction theory of synchronous machines generalized method of analysis-part I.
Transactions of the American Institute of Electrical Engineers. V.: 48, I: 3, 1929. Disponivel em:
https://ieeexplore.ieee.org/abstract/document/5055275/.

NICASTRI, A.; NAGLIERO, A. Comparison and evaluation of the PLL techniques for the design of
the grid-connected inverter systems. IEEE International Symposium on Industrial Electronics, p. 3865—
3870, 2010. ieeexplore.ieee.org. Disponivel em: https://ieeexplore.ieee.org/abstract/document/5637778/>.

CIOBOTARU, M.; TEODORESCU, R.; BLAABIJERG, F. A new single-phase PLL structure based on
second order generalized integrator. PESC Record - IEEE Annual Power Electronics Specialists
Conference, 2006. ieeexplore.ieee.org. Disponivel em:
https://ieeexplore.ieee.org/abstract/document/1711988/.

HOLMES, D. G.; MCGRATH, B. P.; PARKER, S. G. Current regulation strategies for vector-
controlled induction motor drives. IEEE Transactions on Industrial Electronics, v. 59, n. 10, p. 3680—
3689, 2012. ieeexplore.ieee.org. Disponivel em: https://ieeexplore.ieee.org/abstract/document/5991955/

VASQUEZ, J. C.; GUERRERO, J. M.; SAVAGHEBI, M.; Modeling, analysis, and design of
stationary-reference-frame droop-controlled parallel three-phase voltage source inverters. IEEE

Engenharias em Didlogo: Interfaces, Métodos e Inovagdes — ISBN: 978-65-83849-92-2



Andre de Souza Leone | Jodo Américo Vilela Junior

Transactions on Industrial Electronics. V: 60, I: 4, 2013. ieeexplore.ieee.org. Disponivel em:
https://ieeexplore.ieee.org/abstract/document/6184306/

Engenharias em Didlogo: Interfaces, Métodos e Inovagdes — ISBN: 978-65-83849-92-2



